DAO PONG UON CUA TRUC LAVAL

1. Mé dau: Dao dong udn cia truc quay 1 16p bai toan quan trong ciia dong luc hoc may,
c6 thé gip trong tinh toan cac may cong cu, mdy in,... va dic biét 1a trong tinh toan thiét
ké tuabin dé xac dinh téc d6 quay t6i han. Pay 1a téc d6 quay ma may khong duoc phép
hoat dong lau dé dam bao an toan vi tai d6 xay ra hién tuong cong hudng nguy hiém. Mot
diém dic biét cua 16p bai toan nay so v4i bai toan dao dong ctia ddm hodc hé dam 12 tan sb
riéng cua h¢ ngoai phu thudc vao cac tham s6 két cAu cua hé nhu khoi lugng va do cung,
con phu thude vao tbe do quay cua truc. Co thé goi tan sd riéng cua truc khi quay 13 tin sb
riéng dong, dé phan biét v6i tan s riéng tinh khi truc khong quay.

Bai toan tinh tbc dd quay tdi han cua truc quay c6 tiét dién thay d6i va c6 nhiéu gbi d& kha
phtre tap. Do vdy, trong mét sb trudng hop, ngudi ta chi tinh tdn sb riéng tinh trong dao
dong udn cua truc khong quay (bai toan dao dong udn cua dam va hé dﬁm). Sau do, dua
vao cac cong thic kinh nghiém xac dinh gan dung toc d6 quay téi han cia truc quay.

2. DAO PONG UON CUA TRUC LAVAL TREN GOI PO CUNG

Mo hinh dao dong udn cua truc quay don gian nhat 1a truc Laval trén gbi d& ctmg khi gia
thiét b qua tinh dan hoi cua gdi d& va truc c6 mat cat ddi xang (hinh 1). M6 hinh gdbm mot
truc dan hoi (mit cat hinh tron, 6 cimg udn ¢, bé qua khdi lugng) mang mot dia tron climg
(khoi luong m, mémen quan tinh khoi doi véi khoi tim dia J,). Dia tron & vi tri chinh
giita hai gbi d& va dong tAm vdi truc, nghia 1 diém tdm cua truc nidm trén dia W trang véi
tam hinh hoc ctia dia. Khoang céach giira khéi tim S cua dia v6i tAm hinh hoc cua dia (hoic
tam truc) goi 1a do léch tim e. Khi truc bi bién dang, diém W s& léch khoi dudng ndi hai
6 d&. Trung diém cia duong ndi O déng vai tro gbe quy chiéu dé khao sat chuyén dong
ctia dia. Lyc can ngoai, chang han lyc can nhét ciia moi trudng xung quanh, dugce tinh ty
1¢ bac nhét véi van toc tuyét dbi cua diém W v&i hé sb can b.

Hinh 1 - Truc Laval trén goi cirng véi can ngoai



Dit vao mit phing cta dia hé toa do ¢ dinh Oyz (Hinh 2). Theo dinh 1y chuyén dong khéi
tam ta co:

mzg = —cz, —bz, + mg

Gia thiét truc quay & trang thai binh 6n (momen kich dong 1a hang s6 va can bang véi
momen can), theo dinh 1y bién thién mémen dong luong ta co:

J 6 =(cyy +byy )ecos o —(czy, + bz, —mg)esing (2)

=Y

Hinh 2 - M hinh tinh truc Laval trong hé toa d¢ c6 dinh

Thuc té & céac tuabin, dd 1éch tAm & va cac toa do Yz thuong rat nho so véi ban kinh
quan tinh i; =/J,/m. Khi d6, $~0 nén tbc d0 quay cia truc gin nhu khong d6i

@ =CQ =const. Ta co
0=Qt; yg =y, +esin(Qt); zg =2z, +ecos() 3)

Thé cac phuong trinh (3) vao (1) nhan dugc phuong trinh vi phan chuyén dong cua truc
Laval

{mj}W +byy, +cyy = meQ’ sin () @

mz,, + bz, +cz,, =meQ’ cos(Qr )+ mg
Nhu vay, voi cac gia thiét da néu, dao dong udn cua truc Laval dugc xem nhu méot dao
dong phang don gian, khong c6 lién hé gitra dich chuyén theo hai phuong y va z. Nghiém

clia cac phuong trinh vi phan tuyén tinh thuan nhat tuong ing véi hé phuong trinh (4) ¢6
dang

{yW,h (t):Cye_E’t sin((;)d t+ocy) 5)

zy, (1) =C.esin(w, t+0a.)



trong do,
b
®, =0 -8 O :\/E; d=—o- 6
d 0 0 m 2m ( )
Tan s6 o, khong phy thudc vao toc dd quay Q va bang tan sb riéng cia dao dong udn
khong can khi 5=0.

Nghiém riéng cua cac phuong trinh (4) c6 dang

Y, () = Asin(Qz —B)

7
ZW’p(t)=Acos(Qt—B)+E @)
c
trong do,
2
A=¢ ? ; n=£; Dzi; tanB=2Dnz- ®)
ETEr S

Theo cac phuong trinh (5), dao dong riéng cta tim truc W trong trudng hop téng quat duoc
mo ta boi dudng xodn b elip di vao gdc toa do (Hinh3).

Hinh3 - Dao djng riéng cia tam truc



Tir cac phuong trinh (7) ta thiy dao dong cudng buc cua truc Laval 1a cac dao dong diéu
hoa véi ciing bién do va léch pha n/2, nghia 1a tam truc W chuyén dong trén quy dao tron
ban kinh 4, tim & cach gbc toa d6 mot khoang bang do
vong tinh z, = mg/c. Chuyén dong nay c6 van toc goc
cung chiéu va bang tbc d6 quay cia truc Q, nén dugc
goi 14 chuyén dong tién dong dong bd. Goc B co gia tri

khong ddi, xac dinh vi tri gitra ban kinh quy dao cua tam
truc v6i doan WS (Hinh 4). C6 thé thay rang

Q—->0: >0, 450
Q<o,: Pp<n/2

€
Q=w,: =n/2, A= R —
Q>0,: p>n/2

Q-ow: Bomn, 4A—>¢

Sy phu thudc cta goc B vao tde do quay cia truc cd vai trd quan trong trong viée giai quyét
cac bai toan dong luc hoc vat quay, ching han bai toan can bang dong roto.

Tai téc do quay té1 han Q=o,, truc c6 do vong va ing suit udn 1a 16n nhat. Khi tdc do
quay ctia truc rat 1én, Q — oo, khéi tim cta dia nam trén duong nbi hai gbi d&. Do vong
cua truc dung bang dd l1éch tam & va co6 thé no1 rang, khi do dia quay tu dinh tam. Pay la
ché do van hanh t61 vu trong pham vi trén toc dg té1 han, vi ap luc dong trong 6 truc co gia
tri nho nhat.

2. ANH HUONG CUA TRUC QUAY KHONG PEU

Trong muc 0 ta da gia thiét tdc d6 quay cua truc 1 hing sb. Tuy nhién trong thuc té, van
toc géc cua truc quay ngay ca trong giai doan chuyén dong binh 6n ciling c6 thé thay doi.
Gia su truc quay theo quy luat c6 dang

o(t)=Qt+y(r) 9)
Khi d6, toa do cta khdi tim S xac dinh boi
Vs =Yy +ESINQ; zg =z, +€COSQ. (10)
Thay (10) vao cac phuong trinh (1) nhan dugc

{mj}W+byW+cyW:ma¢2sin(p—ms(pc05(p (11

mz,, + bz, +cz, =me@d’ cos@+mePsin @ +mg



Xét truong hop don gian khi bo qua luc can va trong lugng cua truc, cdc phuong trinh (11)
c6 thé biéu dién dué6i dang bién phirc nhu sau:

5, +op T, =e@e + jepe?, (12)

trong do

(13)

_ . , C
Ty =Zy + ] Yy s 0)0:;

Gia sir quy luat bién thién goc quay cia truc 13
(p(t)=Qt+§sin(yQt) (14)
Y
Chu ¥ phép bién d6i luong giac
. , .0 . o 0 .
e’* =exp| jQu+ j—sin(yQt) | =" .exp| j—sin(y¥)
Y Y

; o) 4 S /. .
~ e {1+j—sin YOt }ze’g’ {l+— /MY — oI }
, sin(v6) 2y( )

e’ = exp{—jﬂt—j§sin(y9t)} ~e ' {1 —j§sin(yQt)} —e /Y {1—;(@7@ —e”Qt)},
Y Y Y

phuong trinh L3i! Khéng tim thidy ngudn tham chiéu. duoc dua vé dang

,'7'W + CO%FW =g’ {eJQ’ + iej(lﬂ)gt - iej(H)Qt } +
2y 2y
_jg('l.){ejgt +£e_j(1+y)m —ie—j(l_y)m:|. (15)
2y 2y

Tir d6, sau mot s6 phép bién d6i co thé thu lai dwoc phwong trinh dbi voi bién thuc y, :
Py + gy =€ cos(Q)+€8Q° 1+L+§+1 cos[(1+y)Qt:|+
w T Wl 2y 8y 2

1 & v 1 1
S| 1-————+ 1-y)Qt |[+—88°Q% | 1+~ 1+2y)Q
s ( ™ 2}003[( Y) t:'+28 [+yjcos[( +27) t]+

+%g§292 (1 —%J cos| (1-2y) Qx| +$g§392 cos| (1+3y)Q |+



1 32
——e0° Q" cos| (1-3y)Q¢ |. 16

37 [(1=3r)x] (16)
Tuong tu ciing c6 thé tim duoc phuong trinh ddi véi z, . T phuong trinh (16) ta thdy hién

tuong cong hudng s€ xay ra khi
0, =Q; o, =(1iy)Q HENON =(1i2y)Q N =(li3y)Q.
Truong hop y =1 thi hién twong cong hudng xay ra khi

Q=w, ; Q:%wo; Qz%@o; Q:%mo.

) | . . ) .
Khi Q= E(oo vol k=1,2,3,... thi téc d0 quay tuong ing cua truc dugc goi la toc do quay

t6i han loai k. Trong thyc té, ngudi ta thuong phai chi y dén hai tdc d6 quay téi han loai
mot va loai hai.

3. ANH HUONG CUA HIEU UNG GYROSCOPE

Trong mo6 hinh truc Laval da nghién ctru ¢ cdc muc trén dia tron dugc bd tri & vi tri chinh
gitra theo chleu dai truc va do climg cua truc d6i véi hai 6 d& dbi xtimg qua mit phang chira
dia. Do c4u hinh ddi ximg nay nén khl truc bi vong, khong ton tai goc xoay cuia mit cat
truc tai vi tri mang dia. Ngugc lai, néu vi tri cua dia hay d¢ cting cua truc khong ddi xung
d6i voi hai 6 d&, hoic dia dugc lap bén ngoai hai 6 d& (vi du truc quay ciia mdy tién) thi
dich chuyén huéng tim cua diém tdm dia W din dén goc nghiéng cua dia. Trong truong
hop nay ta phai quan tdm dén tac dung cia mémen gyroscope (con quay hdi chuyén). Tuy
thude vao kich thudc cua dia quay, anh hudng ctia hi€u ing gyroscope (hi€éu ing con quay)
c6 thé c6 tac dung lam 6n dinh hodc gay mat on dinh.

Dé thiét 1ap cac phuong trinh chuyén dong, gia sir dia tron dong chat (W =S) quay cung
truc ¢6 toc do quay khong d6i Q = const., bi udn theo cac huéng y va z voi cac gbc xoay
nho (chidu quay duong theo quy tic ban tay phai hay quy tic dinh 6¢) twong tng v, va
y_. Giai phong dia tron thanh vat ran tu do (Hinh 5 va Hinh 6), gén vao tam dia h¢ truc
toa d6 dong (R)=(xyz) co truc x'trung véi truc quay riéng cua dia va cac truc ',z ¢
dinh v6i mat phang cua dia nhung khong quay quanh truc x' . Theo bién dang uén cua truc,
x' tao v6i mit phing xy va xz cac goc twong Uung W, vay_.

Vi dia tron dbi xtng vé6i truc quay x' nén mic du hé toa d6 dong khong gin chit véi dia,
cac dic trung quan tinh ctia dia doi v6i hé nay van khong doi trong qua trinh chuyén dong.
Cac mdmen quéan tinh khdi cia dia d6i véi hé truc quan tinh chinh (R) 1a J, =J , va

J,=J.=J,.Dadivoi cac dia tron mong dong chat ta co:
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(17)

Mit phang xz

Hinh 5 - H¢ toa dg khi gidai phong dia tron tu do
J,Qy,

JpQ‘l’:\\ v, =Q 2

VAN

Hinh 6 - Cac luc va momen tac dung trén dia tron tuw do

Ap dung dinh 1y chuyén dong khdi tim thu duoc phwong trinh chuyén dong dbi voi cac toa
do tam dia:

z

my=F, va mz=F (18)
Pé thu duge biéu thie xac dinh mémen do truc tac dung lén dia, str dung dinh Iy mémen
dong luong do6i voi tam dia. Cac thanh phan toa d§ cua vécto momen dong luong cua dia

ZW trong hé toa do dong:

Lo=JQ; Ly=J,; L.=J.. (19)

z

Do d6, cac thanh phan toa do cua vécto mémen dong lwong cua dia trong hé quy chiéu cb
dinh la:



L =L.siny_+L, cosy_,
{ y y (20)

L =-L,siny +L, cosy,.
D061 véi cac goc quay y nho, siny =y, cosy =1 dan dén

{Ly ~L,+Ly.,

21
L~L.-Ly,. @1)

Thay céc biéu thirc (19) vao (21) thu duoc

{Ly ~J W, +J,Qp,

, (22)
L~JVy,—-JQy,.

Ap dung dinh Iy mémen dong luong, cac thanh phﬁn mémen dbi véi cac truc toa do cb
dinh Oy va Oz, tdc dung 1én dia do bién dang udn cua truc c6 thé biéu dién dudi dang

d ) .
M, = E(Ly) =J0, +J,Qy,
g (23)
z = E(LZ) = JHWZ _JPQ\'l’ly

hoac viét trong dang ma tran

M [s, olfe, ][ o s,
s oL o

Suy ra phuong trinh chuyén dong cua dia 1a

TS ST e

Trong vé trai cua phuong trinh (25), scf) hang dé.l} tién Gmg voi momen ngoai luc, sé hang
thir hai ting VQri momen quan tinh va s6lhang cudi cung la moémen gyroscope tac dung 1én
dia. Thanh phan momen gyroscope khién cac phuong trinh ing vai toa do géc khac nhau
khong doc 1ap. Momen ddi véi truc Oy ty 1 véi van toc goc . quay quanh truc Oz va
nguoc lai. Hinh 6 cho thdy, mémen M , gy ra goc xoay v, dan dén momen gyroscope
J pflx (p, /") doc theo truc Oz, ¢6 chiéu theo xu hudng xoay truc quay cua dia vé phia truc
Oy . Nguoc lai, mémen M, giy ra gbc xoay vy, dan dén momen gyroscope J pf)x(\pz k")

doc theo truc Oy, c6 chiéu theo xu huéng xoay truc quay cua dia vé phia truc Oz . Déi véi



cac vat quay dai, J,>J , khi tinh toan dao dong ubn cua truc c6 thé bo qua anh hudng
cua momen gyroscope (vi du truc may dét).

Dé don gian ta b qua trong lwong va lyc can, chi xét cac luc dan hdi tac dung 1én dia. Gia
thiet do6i voi truong hop bién dang nho, moi quan hé gitta cac thanh phan luc
(F,,F.,M M) vacéac thanh phan bién dang (y,z,y V) la tuyén tinh. Trong Hinh 7, truc
khi chua bién dang nam doc theo truc x, tim dia c6 vj tri tai diém P . Khi truc bi bién dang
uon, tam dia dich chuyén dén vi tri diém M . Toa do cua diém M 1a (y,z) va géc xoay
(V,,¥.) xac dinh boi tiép tuyén cua duong tam truc tai M . Tai diém M trén dia co céc

luc dan hoi (F,,F,) tac dung va cac mémen dan hdi (M ,»M) tac dung Ién dia:

£, =—(aq+ev.); F :—(czzz+cz3\|/y);

z

(26)
M, =—(032Z+C33\|ly); M, =—(C41y+c44\|jz),

trong do, ¢, 1a cac hang s6 dan hoi. Truong hop truc déng nhéat dang hudng va 6 d& cling

hodc 6 d& dan hoi1 dang hudng, ta co:

Cli =Cps €y =€y =—Cp3 ==C3p5 O3 =Cyy- (27)

Jl\h
N
—

Hinh 7 - Mé hinh bién dang nhé cia truc

Thé cac phuong trinh (26) vao cac phuong trinh (18) va (25) ta c6 hé phuong trinh duéi
dang ma tran:

Mg+Bq+Cq=0 (28)

trong do, qz[y z v, wZ]T va



m 0 0 0 00 0 0 ¢q, 0 0 ¢

M = 0 m 0 0} B 00 O 0 | C— 0 ¢, ¢y 29)
0 0 J, 0/ 00 0 JQV 0 ¢, ¢; O
00 0 J, 00 -J0Q 0 | ¢y 0 0 ¢,

Dé giai quyét bai toan dao dong riéng cua truc, ta tim nghiém cua phuong trinh (28) duéi
dang

q=ve" (30)
Thé nghiém (30) vao phuong trinh (28) thu dugc
(ML +BA+C)v=0 (31)
Dé phuong trinh dai sé tuyén tinh thuin nhit (31) c6 nghiém khong tim thuong, can co
det(MA” +B.+C) =0 (32)

Khai trién phuong trinh dic trung (32) nhan dugc

8 6 4 2
A +a’ +a,\" +a,\" +a, =0 (33)
trong do,
J QY
¢, +c Cw +C
a, =1 2 % 44+(pj;
m J, J,
—ch + + + —cl te, (J,QY
a _ %l +C33c44 +czzc33 Cp3 TC1Cyy T CCyy TC11C33 —Ciy +cll Cul| “p .
4 2 2 >
m J; mJ, m J,
2 )+ 2
Cii\CnCs3 =C3 Ty | €1Cy —Ciy
a,= . +
m-J,
2 2 2
+c44 CyC33 —Co3 | T C33| G11Cyy —Ciy +£JPQJ € 1Cyp
2 PR
mJ; J, m
2 2
(022033 — O ) (011644 - 014)
ay = 2 12 ) (34)
m-J,

Phuong trinh dai s6 (33) chi chira lily thira bac chin cia A nén c6 bdn cip nghiém phirc
lién hop
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ho=jos M =—jo, (i=14) (35)

Thay céc gia tri tim dugc cta A, hodc A, vao phuong trinh (31) nhan dugc phwong trinh
xac dinh cac vécto riéng
(C-oM+ jo,B)v,=0 (36)
Giai phuong trinh (36) thu dugc bdn cip vécto riéng phirc lién hop
V,=T,+js,;; V,=r—Js, (izl,_4) (37)
Tir d6 ta c6 biéu thirc nghiém riéng ctia phuong trinh (28)
q, =rsin(wz+7,)+s, cos(wz+7,) (i:1,_4) (38)

Nghiém tong quét ciia phuong trinh (28) 1a

4
q=.C[rsin(of+y,)+s,cos(wt+v,) ] (39)

i=1
voi1 cac hang s6 C,,y, xac dinh tir cac diéu kién dau.

Can luu y rang, trong phwong trinh (28) c6 cac thanh phin mémen gyroscope, do dé céac
tan sb riéng o, cling nhu cac phan thuc va phan ao cia cac vécto riéng v, phu thude tdc
do quay Q cua tryc.

Xét truong hop don gian dbi véi truc quay dang hudng trén 6 d& ddng hudng thoéa man cac
biéu thirc (27), phuong trinh (28) c6 thé biéu dién dudi dang vo hudng:

my+k,y+k,y, =0

mz+k,z—kyy, =0

.. . 40
Ja\Vy +JpQ\|jz _k122+k22\|jy :O ( )

J V.= Q0 +kpy+kyy. =0

Céc phuong trinh (40) c6 thé biéu dién dudi dang ma tran sir dung bién phtrc nhu sau

] A Y 4 S 14 I

trong d6, cac bién phirc xac dinh bai biéu thirc

r=y+jz va Y=y, +jy,. (42)
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Ta tim nghiém ctua phuong trinh (41) duéi dang
7F=re va y=ye. (43)

Thay vao phuong trinh (41) thu dugc hé phuong trinh dai sb tuyén tinh thuan nhét ddi véi

cac bién do 7 va :
k,, —mw’ —jk r 0
11. ]212 "= (44)
Jk, ky—J,0"+J Qo y] |0

Dé phuong trinh (44) c¢6 nghiém khong tam thudng can théa man phuong trinh dic trung

ky, —mo’ —Jj ki, _
jhy  ky—Jo +J Q| (43)
= (m],)o'=(m], Q)" —(mky, +J k) +(J & Q) o+ (K ky — k) ) =0. (46)

Phuong trinh (46) c6 bén nghiém thuc trong tng véi cac tan sb riéng phu thudc toe do
quay Q clia truc 13 o, =, (Q), véi i =1,4 va dugc biéu dién trong biéu d6 Campbell (L5i!
Khéng tim thiy ngudn tham chiéu.). DE thiy, d6 thi cia cac ham s6 o, = o, (Q) ddi ximg

tim qua goc toa do. Truong hop dic biét khi thay thé dia tron boi mot chit diém (

J,=J,=0), taco tan so riéng clia truc mang khdi luong la ©= \/(knkzz —k, )/(mkzz) . Néu

Q =0, ta thu dugc tan sb riéng ®,, va ®,, cta truc khong quay.

Dua vao chiéu téc d6 quay cia truc Q va cia tim truc o trén quy dao, ngudi ta phan biét
hai ché d chuyén dong: ché do quay tién dong thuan khi Q va o cing chiéu; ché d6 quay
tién dong nghich khi Q va o nguoc chiéu. Mot truong hop dic biét cia ché do quay tién
dong thun 1a quay thuan dong bo, kh1 tbc do quay Q cua truc va vén toc goc o cia tAim
truc bang nhau (2=w), dao dong udn duoc kich dong nho su mét can bang.

4. Két luan

Bio c4o trinh bay vé dao dong udn cua truc Lavval, 13 mot bai toan quan trong trong tinh
toan thiét ké tuabin dé xac dinh toc do quay toi han. Day 1a toc d6 quay ma may khong
dugc phép hoat dong 1au dé dam bao an toan vi tai d6 xay ra hién tuong cong huong nguy
hiém. M6t diém dic biét ciia 16p bai toan nay so véi bai toan dao dong cta dam hodc hé
dam 14 tan s6 riéng cua hé ngoai phu thudc vao cac tham sé két ciu cua hé nhu khéi lugng
va d6 cting, con phu thudc vao tbc do quay cua truc. Co thé goi tan sb riéng cua truc khi
quay 1a tan s6 riéng dong, dé phan biét voi tan sb riéng tinh khi truc khong quay.
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